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Introduccion

Por supuesto, todos conocéis muchos resultados sobre matematicas. Por ejemplo:

e Hay infinitos numeros primos.
e Lasuma de los angulos de un triangulo es 180°.
e Elteorema de Pitagoras.

e Laférmula de la ecuacién de 2° grado.

Pero... ;(Alguna vez os han dicho por qué son ciertos estos resultados?

jHoy vamos a descubrirlo!
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Hay infinitos numeros primos

Ya sabéis que un niumero entero positivo n se dice primo si tiene exactamente dos divisores
distintos: 1y n. Ejemplos de numeros primos son: 2, 3,5,7,11, 13,17, 19, ...

Nota 1. ;Es primo el nimero 1?

Nota 2. El hecho de que estos numeros se llamen «primos» no quiere decir que sean hijos de los tios de los otros
numeros. El término viene de latin primus, que quiere decir «primero», en el sentido de «inicial». La idea es que los
numeros primos son los «primeros numeros», lo que quiere decir que cualquier otro numero puede expresarse como
producto de estos numeros. Por ejemplo: 48 =2 x 2 x 2 x 2 x 3,

Si nos ponemos a contar nUmeros primos, parece que podemos continuar sin parar todo lo
gue queramos —aunque cada vez nos resulta mas dificil comprobar si un namero lo es o no.

Pero... (Hay realmente infinitos nGmeros primos?
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Hay infinitos numeros primos

Para entender qué estamos preguntando...

e No basta con encontrar numeros primos «hasta que me canse». Eso no demuestra que haya
infinitos... jPodria demostrar que me canso facilmente!

e Hay que demostrar que realmente hay infinitos nUmeros primos. Demostrar es razonar, dar
un argumento que nos convenza mas alla de toda duda posible.

Pero los razonamientos no surgen de la nada: para que se nos ocurran, hay que experimentar:
24+1=3 2:3-0+1=23l
2:-34+1=7 2:3-5-7+1=211

Al multiplicar los primeros n numeros primos y sumar 1...
¢El resultado siempre es otro nimero primo distinto?
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Hay infinitos numeros primos

Hay veces que si... Y veces que no. Por ejemplo:
2:3-5-7-11-13+1=30031 =59 - 509
iNo es un numero primo!

La idea de nuestro razonamiento es la siguiente:

1.  Supongamos, en contra de lo que queremos demostrar, que tenemos solo un numero finito de
numeros primos. Nuestro objetivo es ver que esto no puede ocurrir.

2. A partir de nuestros numeros primos, queremos llegar a construir otro nimero primo que no esté en
nuestra lista inicial. ;Cémo podemos lograrlo?

Vemos que no basta coger los primos de nuestra lista, multiplicarlos y sumarle 1, pero...
;Podemos «arreglar» nuestro argumento de alguna forma?
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Hay infinitos numeros primos

De manera general, podemos sefalar los siguientes pasos:

e Suponemos que solo hay un namero finito de ndmeros primos (digamos, P1, P2, ..., Pn).
e Construimoselnimero p=1p;-pPg-...-p, + L
o Si p es primo, obviamente es distinto de los de nuestra lista y hemos terminado. /
o Si p no es primo, entonces es divisible por algun nimero primo:
m Si p esdivisible por algiin numero primo que no esté en nuestra lista, ya esta. /

m (Qué pasa si algun divisor de p pertenece a nuestra lista? ;Puede ocurrir eso?

Por lo que hemos ido viendo, parece que no pasa eso (los numeros 59y 509 no estaban en la lista).

;Podemos argumentar esto de manera general?
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Hay infinitos numeros primos

Observacién importante. Si un numero n divide a a y b, entonces también divide a a - b.

e /Podéis poneros cinco ejemplos distintos de esto?

e /Podéis razonar de manera general por qué sucede esto?

Ejemplos. Cuantos mas tengais, mejor...
e 7divide a56ya77.Vemos que también divide a 77 - 56 = 21.
e 12 divide a 144y a 60. Vemos que también divide a 144 - 60 = 84

Razonamiento a partir de nuestros ejemplos. Si 7 divide a 56 y a 77, eso quiere decir que
podemos escribir 56 =7 -8y 77 =7 - 11, es decir, 7 por «algo». Pero entonces tenemos que

77-56=7-11-7-8=7-(11-8)=7"-3

jY esto también es 7 por «algo»!
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Hay infinitos numeros primos

Razonamiento general. Si un numero n divide a a y b, entonces podemos escribir
a=n-p y b=n-q
para ciertos numeros p y q. Entonces, sacando factor comun,
a-b=n-p-n-qg=n-(p-q)

Esto quiere decir que n también divide a a - b, jhemos terminado!

Pero... ;De qué nos sirve todo esto?
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Hay infinitos numeros primos

Vamos a razonar que ningun primo de nuestra lista puede dividira p =p; - pa - ... p, + L.

Supongamos que existe un numero primo de nuestra lista (por ejemplo, 1) que divide a p.

Evidentemente, también dividea pq - P2 - ... - Pp, porque es uno de sus factores.

Entonces, por lo anterior, también divide a la diferencia p — py - pa - ... - p, =1

jPero el unico numero que divide a 1 es 1!
Por tanto, p1 = 1. {Pero eso no puede ser, porque el nimero 1 no es primo!

Concluimos que ningtiin numero primo de nuestra lista puede dividir a D.

Hemos terminado.
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La suma de los angulos de un triangulo es 180°

Vamos a razonar por qué sucede esto usando «papiroflexia matematica».

A

B C
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La suma de los angulos de un triangulo es 180°

Vamos a razonar por qué sucede esto usando «papiroflexia matematica».

C
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La suma de los angulos de un triangulo es 180°
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La suma de los angulos de un triangulo es 180°

Vamos a razonar por qué sucede esto usando «papiroflexia matematica».
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La suma de los angulos de un triangulo es 180°

Vamos a razonar por qué sucede esto usando «papiroflexia matematica».

jHemos terminado!

B=A=C
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La suma de los angulos de un triangulo es 180°

Esta construccidon, ademas, nos permite demostrar la formula del area del triangulo:

e Labase del rectangulo es a/2. A
e Laalturadelrectdnguloes h/2.
) ) / a h h/2
e Portanto, el drea del rectangulo es — - 5
e Pero el area del triangulo esta dos veces... 7
a/2
Por tanto, el drea del tridngulo resulta: =< >
a h 1
AA:2'—'—:—CL'h
2 2 2
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Teorema de Pitagoras

Problema. Tenemos las piezas que se observan a continuacion (8 triangulos):

. 4
e
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Teorema de Pitagoras

El reto consiste en colocar las fichas para cubrir estas areas iguales de dos maneras distintas.

Juan Serrano de Rodrigo Taller de Talento Matematico de Navarra



Teorema de Pitagoras

La solucidén al reto es...
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Teorema de Pitagoras

:Qué hemos demostrado?

e El drea no cambia al cortar piezas y reordenarlas.
e Encadarecuadro hay el mismo numero de triangulos.

e Asi, el area del cuadrado rojo es igual a la suma de las areas de los cuadrados azul y verde.

Algebraicamente...

An

I
|
-
S
N
o
|
o
N

Aa:CL2 Ab:bQ

a’ + b = ¢?
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Teorema de Pitagoras

Tenemos una caja rectangular de lados a, b, c.

¢Cudl es la medida de su diagonal?

1
Demuestra que la altura de un triadngulo equildtero es 5 V3

veces mds larga que su lado
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\/2 es irracional

Problema. ;Cuanto mide la diagonal de un cuadrado en relacién a su lado?

e Tomamos un cuadrado de lado 1.

e Consideramos la siguiente figura:

iLos triangulos grises tienen la misma forma!

d — =2

2
d
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\/2 es irracional

Asi que d es una cantidad cumpliendo d* = 2. por supuesto, no puede ser un numero entero, ya

que 12 = 1y 22 = 4. ;Podria ser un ntimero racional? jVamos a probar!

a a
Prueba con distintas fracciones a ver si puedes lograr que g . E = 2.
Algunas de las que he probado yo son las siguientes:

3\? 9 10\* 100

— | === — | = —=2,04081632653 . ..
(3) =12 (7) = >

N2 49 17\* 289 _

A T — | =— =2,00694
(5) 25— b (12) 144
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\/2 es irracional

Podriamos estar probando toda la tarde, pero el problema es que hay infinitas fracciones... Lo que
podemos hacer es dividir nuestra busqueda en cuatro casos posibles:

impar impar par

impar par impar a

De hecho, si lo que buscamos son fracciones irreducibles, el dltimo caso lo podemos descartar.

¢Podéis razonar caso por caso para ver por qué no son posibles los otros tres?

Pista 1. El producto de dos numeros impares siempre es impar.

Pista 2. El producto de dos nimeros pares no solo es par, sino que ademds es multiplo de 4 (es «dos veces un par»).
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\/2 es irracional

e Sitenemos una fraccién de la forma impar/impar (como - ), su cuadrado tendra la misma forma
porque el producto de dos numero impares es siempre impar. Pero esto nunca puede ser igual a 2,

porque el numerador es impar, con lo que no puede ser 2 veces el denominador.

. . 17 . . .
e Lo mismo sucede con la forma impar/par (como ﬁ)' Como el cuadrado de un impar sigue siendo

impar, nunca podra ser igual a 2 veces el denominador.

. 10
e Veamos la forma par/impar (como = ). Ahora el cuadrado del numerador es par, con lo que
podriamos tener alguna oportunidad. Pero el cuadrado de un nimero par no solo es par, sino

multiplo de 4 (es decir, es dos veces un par). En este caso quedaria:

par par  2-par

impar 1mpar  impar
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\/2 es irracional

par par  2-par

impar 1mpar  impar

Para que lo anterior sea igual a 2, «lo de arriba» tiene que ser 2 veces «lo de abajo». Pero esto significa

gue 2 veces un par deberia ser 2 veces un impar, jlo que no puede ser! Asi, descartamos el ultimo caso.

En conclusion... iNo existe ninguna fraccion cuyo cuadrado sea igual a 2!

En otras palabras: \/5 es irracional.

¢Por qué es siempre impar el producto de dos numeros impares?
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Seguro que habréis visto en clase la férmula para resolver la ecuaciéon de segundo grado:

 —b= Vb? — dac

ar’ +br+c=0 — =z
2a

Pero... ;Os han dicho de dénde sale esta férmula?

. . . 2
Esta formula nos permite resolver ecuaciones como d“=d+1

1
> —d=1 d=1+g d=+vVd+1

Necesitamos descubrir un método que nos permita eliminar de algun modo una aparicion de la incognita.
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

A los matematicos de la antigiedad, claramente, les fascinaba este tipo de ecuaciones. Por ejemplo:

He anadido siete veces el lado de mi cuadrado y
once veces su drea: seis y un cuarto.

Dejando a un lado la parte geométrica...

2
70+ 1107 = ZS

¢Como resolvemos esto?
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

La respuesta tiene que ver con medir areas de rectangulos y cuadrados:

6-10 = 8% — 22
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Lo anterior se puede decir de modo mas preciso:

e 8eselpromediode10y6.
e 2esla«dispersion» de 10y 6.

El producto de dos numeros es igual al cuadrado de su promedio menos el cuadrado de su dispersion.

5\ 2 1\?
4.12 =82 — 42 7.13 = 10% — 32 2.3:<§> _(5)

En realidad... Esto ya lo sabiais:

(a+s)(a—s)=a®— s
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Pero... ¢.De qué nos sirve todo esto? Supongamos que tenemos la ecuacion de 2° grado

w? 4+ 4w =7

Sacando factor comun, podemos escribir
w(w+4) =7

e Elpromediode wy w + 4es w + 2.

e Ladispersiones 2.

Por tanto, teniendo en cuenta lo anterior,

w(w +4) = (w+ 2)* — 2°
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Sustituyendo, resulta
w(w+4) =7 (w4 2)* =22 =7

Pero, ahora... jYa podemos despejar!
(w4 2)* =7+ 2°
wH2=4+V7+22
w=—-2++11

jQué inteligentes, estos babilonios!
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Podemos pensar en este patron de manera mas abstracta del siguiente modo. Supongamos que I es
una incégnitay [ una cantidad dada. Si sumamos estos dos nimeros y elevamos al cuadrado, queda:

(x +0)? = 2 + 200z + [
Reorganizando esto un poco, tenemos

? +20x = (x +0)° — O0°

Esto quiere decir que, cualquier cosa que se parezca a la parte de la izquierda, podemos reescribirla de
manera que la x aparezca solo una vez, no dos veces.
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Por ejemplo, consideramos la ecuacién

¢ +3qg=19

Podemos escribir

(¢+ ) =19+

Observar que lo que tiene que ir entre paréntesis no es 3, sino la mitad de 3. Asi que escribo:

3 2
(q+§) — 19+
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

. . 2 . . ..
Pero el paréntesis desarrollado no solo va a dar ¢~ ademas de 3q, sino también la constante

jAhora, despejar es pan comido!
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

jOjo! Recordad que [ ] no es la cantidad por la que esta multiplicada la x de la izquierda, sino mas bien /la
mitad de esa cantidad. Para nuestra ecuacién original, los pasos a seguir serian los siguientes:

ax’ +br+c=0
Dividimos por a a ambos lados y pasamos la parte constante a la derecha:

5 b c
T+ —r=——
a a

Completamos cuadrados para obtener:

+b ’ c b\ >
r+—] = —— —
2a a 2a
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Ahora podemos extraer la raiz cuadrada para despejar x:

b b\ ¢
r=—— — | — =
2a 2a a

Podemos limpiar un poco para obtener la expresién que conocéis, mas pulida:

B —b 4+ Vb? — 4ac

2a

X
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La formula de |la ecuacion de 2° grado

Otra manera de hacerlo... jElegid vuestra favorita!

ar’ +bxr+c=0

4a2x2 + 4abx + 4ac =0 Multiplicamos por 4a a ambos lados.
(2@1')2 +2-2ax-b+4ac =0 Reescribimos (identidad notable).
(2aaj)2 +2.%ax b+ b%+ dac = b? Completamos el cuadrado que falta.
(QCLQS -+ b)2 + dac = b Aplicamos id. notable (al revés).
20 + b = j:\/m Agrupamos y extraemos raiz cuadrada.
T = —b+ \ém iDespejamos la incognita!
a
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¢ Cuestiones, dudas, sugerencias...?

Jserrander@educacion.navarra.es
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